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Riassunto. Vengono esposte alcune recenti condizioni necessarie del primo ordine 
per problemi non regolari di tipo variazionale, anche senza ipotesi di convessità. 


abstract . We present some recent first order necessary conditions for non- 


smooth variational problems, also without convexity assumptions. 
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CONDIZIONI DI EULERO-LAGRANGE E DI WEIERSTRASS 
PER PROBLEMI VARIAZIONALI NON REGOLARI 


ANGELO CAVALLUCCI 


Consideriamo il problema 


T(2(.)) = UT(0), (1)) + f} L(t, 22), é)) e — min 
x(.) e Wi(0, 1; RP), 

s(t) € F(t,z(t)) qd., 

(x(0), 2(1)) € C 


(P) 


per il quale fissiamo le condizioni seguenti, relative al punto di minimo locale finito 
z(.)eW}, 

(H1) l:R"xF"%-;]-00, 00] é inferiormente semicontinua; 

(H2) [0,1]x R°x R° 3 (t,2,0) > L(t,2,0) €] — 00, 00[ é misurabile in (t,0) 
rispetto alla o - algebra prodotto Lx B (dei sottoinsiemi di [0, 1] misurabili secondo 
Lebesgue per i Boreliani di R") e inferiormente semicontinua in (2,0); 

(H3) per ogni K > 0 esistono 8>0e0 £ k(.) € L*(0,1) tali che 


le — 2(t)| < 6, |a — z(t)|<6> |L(t,2',v)— L(t,z, v) < k(t)|2' — gl; 


(H4) [0,1]x R" 3 (t, T) — F(t,r) #0 chiusoc R", é misurabile rispetto alla 
o -algebra prodotto £ x B ; 
(H5) CCR" x R" € chiuso. 


Ci proponiamo di esporre alcuni risultati recenti che contengono condizioni di 
tipo Eulero-Lagrange e di tipo Weierstrass più precise di quelle contenute nella 
monografia [1] di Clarke. Questi risultati sono dovuti al contributo di Mordukhovich 
[8], Ioffe-Rockafellar [4], Loewen-Rockafellar [6], [7] e Vinter-Zheng [11]. 

Pi precisamente saranno enunciate condizioni sul problema (P) e il suo punto 
di minimo locale finito z(.) che assicurano l’ esistenza di una costante A > 0 e di 
una funzione p(.) € W(0,1)tali che (per quasi ogni t ) 


(Nd) A+ duax lp(+)] > 0, 
(EL) —p(t) € co{ml (n.p(t)) € AOL(t, z(t), (1) + NarF(t,.)(2(t), #(t))}, 


(Tr) (P(0), —p(1)) € AGU(2(0), 2(1)) + Nc(z(0), 2(1))), 
(W) © p(E)(t) — AL(t,z(t), #(t)) > pt) — AL(t,2(t),v), Vw € Flt,2). 
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Definiamo il tipo di cono normale e di subgradiente df qui utilizzati. Indichiamo 
con xy il prodotto scalare dei vettori x, y di R” e poniamo 


B={x||e|<1} 
Sia A chiuso in R” e x € A. Poniamo 


1_ 
Na(x) = {p € R"| limsup 5 n < 00}, 
C>r'vi |e' — a]? 


NaA(t) —- { lim pel Jr E A: pr € Na(xk), Tk - dia 


0 pery € A, 
vo) = { 
+00 peryg A 
Per 
f:R" —]- 00,00] 
inferiormente semicontinua (l.s.c. ) econ f(x) < co poniamo 
I a_i Pra 
{@)- {AV 2 og) 


df(x) ={y € R°| lima inf |a — al? 


) 


0f(x) = {y e R°| (y,—1) € Nepi (1 S(2))}, 
9° f(x) = {y € RI (4,0) € Nepi (2: f(2))}, 
ove 
epi(f) = {(x,r) € R" x R| f(2)<r}. 


Nella condizione (EL) il subgradiente aLé calcolato rispetto alle variabili x, u. 
Elenchiamo alcune proprietà degli oggetti definiti sopra. 


Proposizione 1. Sotto le condizioni indicate sopra, si ha 


a) {(u,f(y)) e R° x RI df(y) # 0} € denso in gr(f). 
b) 0f(x) = { lim pel Ir, : pr € Òf(ca); (ca f(c4)) — (2 F(2))}, 


0° f(2) = { lim tepel Irk, tk > 0 : Pr € df(ck), (ter ca F(£k)) si (0,2, f(£))} 


e gli insiemi 0f(x) e 0° f (©) sono chiusi; se inoltre f é convessa, f(x) coincide 
con l’usuale subgradiente. 


c) Na(x)= 9Va(x) = 0° 4(2) 


ese x é punto frontiera di A, esistono vettori non nulli in Na(x) ; se A é convesso, 
Na(t) é l’usuale cono normale; il cono normale secondo Clarke é dato da (chiusura 
‘ convessa) E 
Na(x) = clcoNa (2). 
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d) Ser EQ aperto, allora 
sEO) > di) = {Vf(2)}, 
TECA = da) C {Vi} = af), 852) = (0), 
se |f(2°)— f(2”)| < Ma! — L"| per zx” €Q, si ha 
0#0f(x) c MB, 9° f(x) = {0} 
© il gradiente generalizzato secondo Clarke é dato da 
df(x) = c0df(x); 
seg € C2(Q), si ha per ogni f 
Af+9)(2) =df(z) + Vola), I°(F+9)(x) = 8% f(2). 
e) Se f(x) <co perl<j<m ese | 
0=P1+92+...+Pm, P; € I° fi) >p;=.. =Pm=0, 


allora 


AÎ1 +. + fm)(2) COfi(2) +... + 0fm(2), 
0°f1+ + fm)(£) C 0° fi() +... + 0° fiala). 
FS) Ser E ALN Az e Na. (2)N(-Na,(2)) = {0} allora 


Na.na3(£) @ Na, (2) NNa;(2). 


9) Se da(u)= inf |u— y|=|u- dj, allora 
vyEA 
dda (u) C Na(7) NB. 


Per la dimostrazione rimandiamo a [3], [5], [9]. 
Su Wi usiamo la norma 


1 
W2,W3 | |e(0)] + / la. 


Cominciamo a considerare il problema (P) nel caso di Fia) =R" eta 
R" x R". In [11] é provato il seguente 
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Teorema 1. Sia z(.) un punto di minimo locale finito in W(0,1; R"). Supponiamo 
verificate le condizioni (H1), (H2) e : 
(H3’) per ogni K > 0 esistono 5>0 e0<kK(.) e L!(0,1) tali che 


r,r' E (0) + 6B \L(t,',v) -— L(t,7,0)| £ k(t)|x' — | 
ves) +KB gd | |L&0,0) > -K0) 


Allora sono verificate le condizioni (Nd), (EL), (Tr), (W) conA=1 € 
Nore(t.)(£(t), #(6)) = {(0,0)} = Nc(z(0), 2(1)). 


Indichiamo i punti principali della dimostrazione, seguendo 11). 
I) Si modificano L e ! în modo che la condizione (H3’) sia soddisfatta per ogni 
x,7' € R” e in modo che sia z(t) = 0. 
II) Fissiamo n > 0 tale che 


e) = z(), Wi li<n> J() 2 I) 
e per ogni e 2 0 consideriamo lo spazio 


1 
W={(£,w,v) € Rx IL! x L| |u(t)| < Kq.d., |El +] |u(t)| dt < n, 
0 


Il (E, w,9) Ile< 00} 


con la distanza generata da 
1 
ll (€00) la=|E1+ ni K(e) (ro(6) + v(t)) dt 
e il funzionale 
1 1 
ito) att i v(t) di) + / L(t,w(t), (1) d+ 
0 0 


+) 66 + / v(s) ds — w(t)|? dt. 


Si prova che W é completo, Je é l.s.c. e per ogni (£,w,u) € W si ha 
e 1* 
36,0, 0)) > 2.(0,0,9)- È f KO dt 
0 


Questo permette di applicare il Principio Variazionale di Ekeland e ottenere 
(Ée, We, Ve) E W tale che 


1/2 


ll (E 00) IS (A) = |É / x) a| 


Je(Eer We Ve) <Je(£,w,9) + a(e) I (£,w, 0) = (E, We; Ve) Ile 
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per ogni (É,w,u) € W . 
III) Si puo’ prendere una successione 0 < €; + 0 per i + co tale che, posto 


& = E Wi = We; Vi = Ve; Qi = a(e;), 


riesca per î > 00 
& 0, wi(.)evi(.) > 0in Le q.d., 


UE, € + È vi(t) di) + I(0, 0), Z(t, w;(t), v;(t)) + L(t,0,0). 
0 


Poniamo 
li(, y) “n x, y) + ale na El; 


Li(t,w,v) = L(t,w,0) + a;K(t)(|w — wi(t)] + [v — vi(t)1) + Zk(o)la — wl?, 


20 =64 / u(0ds, 0) = ft ds, 20) = (80,20) 


Allora ((2;(.), yi(.), zi(.)), (wi(.), vi(.))) € soluzione del problema di controllo 


2(1) + J "nh 2(t), w(t),v(t)) dé > min 
0 
$(t) =v(t), v(t) € KB, w(t) e R° 
Y(t) = Jo(t)] 
s(t)=0 
{ (2(0), 2(1), 2(1)) € epill,) 
y(0)=0, |e(0)|+y(1)<” 


L’Hamiltoniana 


H(t,(2,y,2), (w,v), (p,9,r),A)=pv+ glv|- 


-AL(t,w,v) + k(t)(|w— wi(t)| + |v— vi(t)]) + 0g — v|?] 


é di classe C1 in (2,Y,2) e quindisi applica il Principio di Massimo di [1] con le 
precisazioni di [6] per ottenere \; e Pi(.) € W} tali che (q.d.) 


0) Di) = Sk): () - wi (0) 


(di) (Pi(0), —pi(1), —A;) € Nepi(i) (2:(0), Z;(1), z;(1)), 


(229) Pi(t)v = diLi (4, Ti (t), W, v) < 
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< pi(t)vi(1) — AiLi(t, c:(t), wi(t), vi(6)) per w € A", lvl SK 
(iv) . di + max lpi(6)] =1 


da (iii) e da (i) segue 


(0) (pi(t); pi(t))(w — wi(t),v — vi(t)) < 
< \i[L(t,w,v) — L(t,wi(t), vi(t))] + Aiuk(t)(|w — wi(t)] +|v -v— vi(6))+ 
+0 i — w;(t)|? 


per |(w— wi(t),v — vi(t))| < K — lvi(t)] e quindi 
(vi) (Pi(t), pi(t)) € d:L(t, w,v) + \iak(t)]w — wi(t)]+ 


+Ac]v — vi (0)I)](w,m)= (wi (0) (6) E 
(i o[A;L(t, wi(t), vi(t))] + A\ja;k(t)(B X B) 
Ponendo v= v;(t) in (v)ew= w;(t)+rh (0<r > 0) si ottiene, per ogni h € R", 


di(t)h < A:(k(t) + a;k(t))|hl 


e quindi 
Ipi(t) <A:(1+)E(1)) < 2k(t) 


per i abbastanza grande. Ne segue che pi(.) é debolmente relativamente compatta 
in L*(0,1; R°). Da questo e da (iv) segue che pi(.) é relativamente compatta in 
C(0,1; R”). 
‘Dunque possiamo concludere che (eventualmente per una sottosuccessione) si ha 
per î + 00 
di(.) — p(.) debolmente in BÈ, 


pi(.) — p(.) uniformemente , 


di A > 0, 
(vii) (p(0), —p(1), A) (Sì Nepi) (0, 0, (0, 0)), 
(vit) A* Di lp(6)] = 1; 
(ix) p(t)v — AL(t,0,v) < 0 per |e| < K. 


Da (ix) e (vili) segue che non può essere i=0. 
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Poniamo 
Ls(pi(t)) = {qg € R"| 3 sottosuccessione Di;(t) + q per j + 0c0},0<t<1. 
Da un noto teorema di Balder [10] segue 
d(t) € clcoLs(pi(t)) q.d. 


Si ha anche da (vi), se Pi; (t) + q per j + co, 
dit I 
x Pi; (1), Di, (4) “ni x(@P(8)) € oL(t, 0, 0) 


e quindi (g, p(t)) € AQL(t,0,0) e anche 


(2) P(t) € co{gl (g,p(t)) € AQL(t,0,0)}, 


poiché si fa l'involucro convesso di un insieme compatto (a causa di (H3’)). 
IV) Per concludere resta da togliere in (ix) la condizione |v| < K.. 

Per questo si prende una successione Ki; co esi ottiene per ogni î una costante 
Ai > 0 e una funzione p;(.) € Wi(0,1) che verificano le condizioni trovate sopra 
per À e p(.) e si conclude ragionando come nel punto III). 

Osservazione .- Un teorema analogo é dimostrato in [4] con metodi molto 
diversi che non fanno uso del Principio di Massimo. 

Passiamo ora a considerare il problema (P) nel caso di L=0. In [11] é provato 
il seguente teorema 


Teorema 2. Sia z(.) un punto di minimo locale finito in W(0,1; R"). Supponiamo 
che esistano 6 > 0, k > 1, kr(.) € I} tali che 


(H1’) vale la condizione (H1) con I(.,.) a valori reali e inoltre 
x,2' € 2(0) +68, y,y' € 2(1)+6B> I(2,9)- Hz,y)| < kil(2',9)- (2,4); 
(H4°) vale la condizione (H4 ) e inoltre 

r,0' € 2(t)+5B> F(t,2°) C F(t, T) +ke(t)|r' — r|B. 


Allora sono verificate le condizioni (Nd), (EL),(Tr),(W) conL=0. 


Per la dimostrazione (in [11]) si modificano F, l in modo che (H4°) sia verificata 
per ogni r,r' € AR”. 
Si pone 


W = {(e,z(.)) e A" x WI (0,1; 27)] (2(0), e) € C,(t) € F(t,r(t)) q.d., 


1 ()-2(),W1 l< 3) 
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con la distanza generata da 


(6, 2()),W = Je + 2001 + i Le) de 
e0< 6 tale che 
(1), z() € W > I2()) 2 I). 


W é completo. Poniamo, per ogni e > 0 
le(2,Y, x,y) rà max{l(x,y) 7 I(2(0), (1) + Es [af Sa y'|}. 


Il funzionale 
W 3 (e,x(.)) — le((0), e, 1(1), e) 


é continuo e si ha 
Le(x(0), e, (1), e) > 0=le(2(0), 2(1), z(1),z(1)) - è. 


Dunque si può ancora applicare il teorema di Ekeland e trovare (ee, te(.))) E W 
tale che 


Il (ee, ce(.)) — (2(1), 2(.)), W IIS 6, 
le(Te(0), ee, te(1), €e) <le(x(0),e,x(1),e) +e | (e,z(.)) — (ee, ce(.)), W |l 


per ogni (e, r(.)) e W. 
Ne segue che (xe(.), ye(.)) é un punto di minimo locale in W} del problema 


Je(x(.), u(.)) = le(2(0),y(0), 2(1), y(1)) + ele(0) — 2e(0)] + e|ly(0) — ye(0)+ 
1 
+e i lele) — 3.(0)jdi > min 
0 


(4), U(t)) € F(t,2(6)) x {0} a.d. 
(#(0), y(0)) € C 


Si prova poi che esiste M > 0 tale che (xe(.), ye(.)) é punto di minimo locale in 
W} per il funzionale 


Je(x(.),y(.)) + Yo(2(0), y(0))+ 


1 
4+M J, [+ Ep (dar) E) + 0) 


A questo punto si può applicare il Teorema 1 e ragionare come nella dimostrazione 
‘ dello stesso teorema per concludere la dimostrazione (cfr. [11], Th.6). 
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Teorema 3. Sia z(.) un punto di minimo locale finito in W(0,1; A"). Supponiamo 
verificate le condizioni (H1’), (H4’) e supponiamo inoltre che esista kr(.) e L! 
tale che kp(.)ky(.) E L! e 


(H3') x,x' € 2(t)+65B, vv eR"+ 


IL(t,2°,0)— L(t,2,v)| < kz(t)I(2,0%) — (2,0); 
Allora sono verificate le condizioni (Nd), (EL), (Tr), (W). 
Per la dimostrazione (cfr[11]) si osserva che z(.) , é punto di minimo locale anche 


per il problema 
I(2(0), x(1))+z(1) + min 


(£(.), #(.)) € WI (0,1; A” x R) 

t(.) € F(t,x(t)) q.d. 

z(t) > L(t,2(t),t(t)) q.d. 

(2(0), 2(1), 2(0)) € C x {0} 
Posto vr 
E(t,2,2)={(v,w) € R° x Rjve F(t,2),w> L(t,2,v)}, 


il problema precedente si pué scrivere nella forma 


I(x(0), x(1))+z(1) — min 
(#(.), £(.)) € Wi(0,1; A" x R) 
(£(t), #(t)) € E(t,z(t), z(t)) q.d. 
(2(0), (1), 2(0)) € C x {0} 


Ora si pué applicare il Teorema 2 e ottenere il risultato. 


In [11] é trattato anche il problema (P), nel caso autonomo, a estremi liberi. 

Il problema (P) é stato studiato anche in [8] dove, sotto ipotesi qualitativamente 
del tipo qui considerato ma con metodi diversi, sono state ottenute le condizioni 
(Nd), (EL), (Tr). Si deve a Mordukhovich la forma attuale delle condizioni (EL) e 
l'utilizzo sistematico nei problemi di ottimizzazione del tipo di cono normale e di 
subgradiente qui considerati. 

I risultati esposti finora non richiedono ipotesi di convessità su L(t,x,.) oppure 
su F(t,x). In [6] e [7] sono state ottenute le condizioni (Nd), (EL), (Tr), (W) 
in presenza di tale ipotesi e con metodi diversi da quelli qui esposti, anche per 
problemi con vincoli di stato. Qui ci limitiamo al seguente teorema provato in [7] 


Teorema 4. Sia z(.) un punto di minimo locale finito in W(0,1; R"). Siano e > 
0, 0 < K(.),6(.) € L! tali che k(.)/6(.) € L®. Supponiamo che valgano le con- 
dizioni 


(H1”) l:R"xR"-R élocalmentelipschitziana su (2(0)+eB)x(z(1)+eB); 
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(H2”) [0,1] x R" x R" 3 (t,,v) — L(t,2,v) € R e 0,i] x A" 3 (t,7) — 
F(t,x) #0 chiuso CR", sono L x B misurabili ; 

(H3”) L(t,x,.) é convessa su R" e F(t,x) é convesso per ogni t,x; 


(H4”) per quasi ognit, F(t,.) ha grafico chiuso e L(t,.,.) é inferiormente semi- 
continua; ‘inoltre 


è € F(t,È) (i) 
lè -2z(0)|<e > du: vg € F(t, cx) 
Tk Send, L(t,cx,vx) —> L(t,£,9); 


(H5”) per quasi ognit si ha 
r,r' € z(t) + eB |L(t,0',0')— L(t,2,0)| < kK(6)}(2',0) — (2,0)] 
v,v' € i(t) + Vr | lw| < K(t)(1+|pl), V(w,p) € Nere.) (1%); 
(H6”) CCR"x R" é chiuso. 
Allora sono verificate le condizioni (Nd), (EL), (Tr), (W) e anche la condizione 
(H) p(t) € co{w| (-w, s(t)) € OH, (t,z(t), p(1))}, 
con 


Hy(t,x,p)= sup [pv—AL(t,z,v)] 
vEF(t,2) 


Per la dimostrazione rimandiamo a [7], Th.7.1. 
Osserviamo che dalla condizione (H4’) segue (per quasi ogni t) 


|w] < kr(t)|p], V(w, p) E Nore(t.)(£,%) 


per ogni r,v tali che 
| - 2(t)] < 6, ve F(t,2). 


Terminiamo con due esempi, relativi ai teoremi 1 e 3, contenuti in [4]. 
Esempio 1. Consideriamo il funzionale in W} (0,1; R) 


1 
J(2(.)) = #(0) — 221) + / mario, |é(t)] — |e(6)l} dt 


e poniamo 
z(t)=0, 0O<t<1 
Posto 
L(x,u) = max(0, |u] — |cl], 
‘si ha 


8L(0,0) = {(£A,A) |A 1}, 
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e le condizioni (Tr), (EL) assumono la forma 


(Tr) p(0)=1, p(1)=", 
(EL) —Ip(6)] < d(t) < Ip) < 1 
e di qui segue 


e'<p(t)<1per0<t<1, 
el<qy<1 
Si ha anche 


Z(0,0) = [-1,1] x [-1,1] 
e la condizione (EL) di tipo Clarke, data 
(P(t), p(t)) € dL(2(t), #(1)), 
assume la forma 
POI <1, pAI<1 
Questa condizione, insieme con (Tr), é soddisfatta da 


p(t)=1-(1-mt, 0<t<1 
per ogni 9 € [0, 1). 
Esempio 2. Consideriamo il problema in W} (0,1; R) 
1 
Ha()= . (minf2lé(0),1+|è(0)]]— |z()]) di — min 
0 


x(0)=0=z(1), 
che ha minimo assoluto 2(t) = 0. 
Infatti si ha per ogni x(.) € W} con x(0)=0=x(1) 


J(x(.)) > Î (0 |2®)d> 
1 t 
> J (le) — J [#9] ds) dt = 
= [| detohaz0= 10) 


Si ha anche, con 
L(x,u)= min[2|u|,1+]|u]] — ||, 
OL(0,0) = {-1,1} x [-2,2] 
e la condizione (EL) assume la forma 


(EL) lb) < 1, lp(6)] < 2, 
mentre la condizione (W) assume la forma 
(W) min[2|u|,1+ |u]] > p(t)u,vue R 


e di qui segue 
Ip) < 1. 
La funzione 
p(t)=a (costante) 
soddisfa (EL) per |a| < 2 e (W) solo per |a] < 1. 
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